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1. INTRODUCTION 
Dib le XVIIIeme siecle, les travaux de mecanique et d’etude de vibration des 
corps Clastiques (lignes Clastiques, bandes Clastiques, lames minces . . .) ont CtC 
a I’origine de certains progres conceptuels de la geometric differentielle. 
Ainsi Jacques Bernoulli, dans ses travaux sur l’elastica [Bernoulli 17051, Ctudie 
le mouvement d’une bande mince soumise en une de ses extremites, a un poids 
qui provoque une deformation. II veut obtenir la nouvelle forme courbee de la 
bande pour laquelle s’effectue l’equilibre entre le moment du poids applique et la 
“force d’elasticite” qui resulte de la deformation. Pour cela, Jacques Bernoulli 
utilise les proprietes du cercle osculateur d’une courbe et donne I’expression 
analytique du rayon de courbure d’une courbe en un point. 
A partir de cet exemple, nous pouvons distinguer les divers aspects du pro- 
bleme qui devront Ctre Clucides separement afin de pretendre aboutir aux Cqua- 
tions differentielles qui donnent le mouvement d’un point quelconque d’un corps 
Clastique, en fonction de sa position initiale, sa position dans le corps, les forces 
exterieures appliquees, et Cventuellement le temps dans le cas ou un Ctat vibra- 
toire s’installe. Ces aspects sont: 
-L’aspect mecanique: quelles lois ou quels principes de la mecanique faut-il 
utiliser (analyse des forces, des moments etc.)? 
-L’aspect proprement Clastique: qu’est-ce qu’une “force Clastique,” de 
quoi depend-elle, faut-il la faire intervenir, avec les forces exterieures, comme une 
force de caractere vectoriel ou comme un moment (cet aspect est lie Cvidemment 
a l’aspect mecanique) [I]? 
-L’aspect geometrique: un corps Clastique est soumis Q des dkformations 
dont il va falloir rendre compte analytiquement [2]. 
Indiquons d’emblee que c’est ce dernier aspect que nous privilegions dans cet 
article mais nous verrons qu’il n’est pas independant du precedent. 
Euler devait obtenir de nouveaux resultats sur le sujet des courbes et unifier la 
theorie des courbes Clastiques dans un elegant trait6 “Addition sur les Courbes 
Elastiques” publie en appendice a un ouvrage fondamental sur le calcul de varia- 
tions [Euler 17441. 
Par ailleurs Euler, dans sa Mhwzique de 1736, montre que des masses ponc- 
tuelles sur une surface, non soumises a des forces autres que gravitationnelles, 
suivent les geodesiques de la surface et il poursuit ainsi l’etude des geodesiques, 
deja amorcee par les Bernoulli. 
Mais la geometric, tant analytique que differentielle, des surfaces reste peu 
developpee au XVIIIeme siecle, en particulier dans les grands trait& d’Euler. 
Mentionnons neanmoins son mtmoire sur la courbure des surfaces [Euler 
17601, qui rev& une importance capitale pour l’histoire de la gtometrie differen- 
tielle et aussi pour les travaux de Sophie Germain. 
Des l’introduction, Euler y expose son plan: 
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-determiner le rayon osculateur d’une section plane quelconque de la sur- 
face. 
-appliquer cette solution aux sections normales en un point a la surface 
(c’est-a-dire les sections planes perpendiculaires au plan tangent en ce point), 
-comparer entre eux les rayons osculateurs de toutes ces sections normales 
par rapport a leur inclinaison mutelle, 
plan qu’il suit fidblement. 
Euler obtient deux expressions equivalentes pour le rayon de courbure dune 
section normale quelconque: 
1 xs 
Y=L+Mcos2cp=f+g-(f-g)cos2c#J 
ou L et M sont des constantes;fet g sont les rayons de courbure extremaux parmi 
tous les rayons de courbure des sections normales; ces sections seront dites 
principales; 4 est l’angle du plan de la section normale considcree avec la plan 
d’une des sections principales. 
Euler met ainsi en evidence la relation entre le rayon de courbure d’une section 
normale quelconque et les rayons de courbure principaux, qui s’exprime aussi 
par: 
1 cos2+ sin24 
-=7+ g * r 
11 montre aussi d’ailleurs que la connaissance de trois rayons de courbure de 
sections normales permet de trouver les sections principales et leurs rayons asso- 
ties, c’est-a-dire de trouver tous les elements permettant d’appliquer la formule 
g&i&ale. 
Euler obtient pour deux sections normales, perpendiculaires entre elles, les 
relations: 
1 f+ g - (f- g)cos2+ -- 
r- 2% 
et 
1 ft-g-(f-g)cos2(4+7r/2) -= 
r’ vi? 
d’oh il vient: 
l/r + l/r’ = Ilf + l/g 
resultat qui va jouer un grand role ulterieurement. 
Mais dans les an&es suivantes, quand Euler ou Jacques II Bernoulli s’inttres- 
sent soit aux tiges courbees (1760, 1774), soit a la vibration des plaques, des 
clothes, ou des tambours (1787), leurs memoires sont partiellement errones, prin- 
cipalement pour des raisons d’insuffisance du developpement de la geometric 
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differentielle: les principes mecaniques d’Euler sont corrects et correctement 
appliques, mais il y manque la description differentielle de nombreux elements 
d’une courbe (qui peut Ctre gauche) et dune surface. 
Dans un memoire redige en 1776 mais qui ne fut publie qu’en 1785 un Cl&e de 
Monge, Jean-Baptiste Meusnier de la Place (1754-1793), donne une interpretation 
geometrique nouvelle de l’etude d’Euler sur la courbure des surfaces [Meusnier 
17851. 
On sait pour une courbe plane don&e, le cercle osculateur en chaque point 
admet un contact du second ordre avec la courbe en ce point; ce qui veut dire 
qu’au voisinage du point, et en negligeant les infiniment petits du troisibme ordre, 
la courbe et son cercle osculateur sont assimilables. On peut dire que Meusnier 
cherche un analogue a cette propriete, dans le cas des surfaces [3]. 
Rappelant les resultats d’Euler sur la courbure des sections principales, Meus- 
nier Ccrit: 
que I’on peut p&enter la question sous un autre point de vue en la faisant ddpendre d’une 
proprittk intkressante savoir qu’il existe une gCnCration que convient ft  tout BlCment de 
surface. 
Considtrons un tore engendre par la rotation d’un cercle de rayon RI, autour 
d’un axe (A) sit& dans son plan et a une distance R2 de son centre. 
On verifie aistment qu’en un point M du tore (cf. Figure 1) tel que OM = RI + 
RZ, les deux rayons principaux de courbure sont Cgaux a RI et RI + Rz. 11s 
correspondent aux deux sections normales, definies 
-la premiere par (A) et M, 
-la seconde par le plan perpendiculaire en M a la premiere. 
A partir de cet exemple, Meusnier Ctablit le resultat suivant: on peut en negli- 
geant les infiniment petits du troisieme ordre, considerer tout Clement de surface 
dans le voisinage d’un point dond, comme engendre par la rotation infiniment 
petite d’un arc de cercle (situ6 dans l’une des sections principales, avec pour 
centre, le centre de courbure principale correspondant) autour d’un axe sit& dans 
le plan du cercle, parallble au plan tangent de l’eltment et passant par l’autre 
centre de courbure principale. 
Le mode de generation considere par Meusnier revient done a substituer a la 
surface dans le voisinage d’un point, un tore osculuteur particulier dont l’axe est 
pat-allele au plan tangent. 
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2. LES PREMIERS ESSAIS DE SOPHIE GERMAIN 
En 1809, Sophie Germain s’attaque au probleme des surfaces Clastiques, pour 
concourir au Grand Prix de 1’ Academic des Sciences. Elle devait presenter trois 
memoires successifs en 1811, 1813, 1815 [4]. Sans entrer ici dans le detail de sa 
biographie ou de sa formation, il est clair que la vision de la methodologie mathe- 
matique propre a l’explication des phenomenes physiques que Sophie Germain 
pouvait avoir, venait principalement de la Me’canique Analytique de Lagrange (Fe 
edition en 1788), et de la lecture de quelques memoires latins d’ Euler, penible- 
ment traduits. 
Et fondamentalement, elle veut proceder par analogie avec le raisonnement qu’ 
Euler a suivi dans le cas unidimensional des tiges et des lames [Euler 17791. Pour 
Euler-et pour Jacques Bernoulli aussi d’ailleurs, dans son memoire de 1705 que 
Sophie Germain ignore encore a cette date-les forces internes d’ Clasticite en un 
point, qui contrebalancent les forces exterieures appliquees, sont proportionnelles 
au rayon de courbure de la tige en ce point. 
Sophie Get-main part d’une equation bidimensionnelle-&rite par analogie 
avec celle, unidimensionnelle, d’ Euler pour les tiges--8 propos de laquelle elle 
kit, au debut du memoire de 1811 soumis au Prix: 
Je me contente de la donner au commencement de mon mtmoire sans entrer dans aucun 
detail sur la man&e dont je l’ai trouvee. . 
L’tquation 
Jdzdy$Pds + $dzdx$Qds - 2JdxdyJRds = V[llr + l/r’] 
que je propose comme &ant celle de l’bquilibre de la surface vibrante Clastique suppose que 
pour un point quelconque de cette surface, on ait etabli trois coordonnees orthogonales, 
savoir x, y, z, de sorte que l’element soit exprime suivant l’usage par l’equation 
ds = dxdy[l + (a,~)~ + (a z)*]‘” Y ’ 
la masse de cet Clement le sera alors par Jds. [Bucciarelli & Dworski 1980, 571 
Le membre de gauche est cerise rep&enter I’effet des forces exterieures appli- 
quees, dont les composantes sur les trois axes orthogonaux sont P, Q, R. Dans le 
membre de droite qui represente la force Clastique, V est une constante d’elasti- 
cite lice a la nature du materiau, Clasticite supposee uniforme dans tous les sens; 
et l’expression (l/r + l/r’) est ici la somme des courbures principales. 
Puis elle fait comme Euler plusieurs hypotheses simplificatrices sur les deplace- 
ments et rotations de la plaque et obtient une equation differentielle du sixieme 
ordre (fausse) dont elle cherche les solutions sous forme de series trigonom&i- 
ques. 
Ce que Sophie Germain appellera toujours “man hypothkse” faite par analogie 
avec ce qu’elle a compris d’Euler, est le fait que laforce e’lustique est proportion- 
nelle d la somme des courbures principales. 
En fait plusieurs points sont tres contestables dans son memoire qui dans I’en- 
semble est errone; en particulier l’equation de depart est saris reelle signification. 
De plus le traitement mathematique prtsente de nombreuses insuffisances et la 
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notion de force Clastique elle-meme est tres floue. S’y trouvent confondues la 
notion eulerienne deforce elastique, et la notion lagrangienne de moment elasti- 
que-aujourd’hui appele travail-quantite scalaire, soumise aux methodes varia- 
tionnelles de la M&unique Analytique [5]. 
Mais concentrons nous sur I’hypothese elle-meme. L’idee de faire jouer, dans le 
cadre de la theorie des surfaces, a la somme des courbures principales, le meme 
role que la courbure de la ligne Clastique dans la theoire des verges, est originale; 
et nous preciserons ci-dessous de quelles intuitions procede cette hypothese. 
Justifier, demontrer (si cela est possible) son hypothese, sera la preoccupation 
constante de Sophie Germain; soumise aux critiques des membres de la commu- 
naute scientifique, elle considerera toujours que ces critiques visent surtout cette 
hypothese, ce qui n’etait pas forcement le cas. Par exemple Lagrange [1812/1829], 
obtiendra l’equation correcte de vibration des plaques a partir de son hypothese, 
mais en y adjoignant des conditions aux bords adequates, et en corrigeant l’ana- 
lyse mathematique [6]. 
Dans le memoire de 1811, elle se contente d’indiquer que si elle a retenu l’ex- 
pression l/r + l/r’, c’est que pour de petites vibrations, les termes en Ilrr’ ou en 
d’autres fonctions des courbures principales sont negligeables par rapport a leur 
somme. 
Dans le memoire remis en 1813 pour le deuxieme contours, Sophie Germain 
cherche a justifier son hypothese par des considerations geometriques sur la de- 
formation d’un plan auquel quatre points appartiennent initialement. Elle choisit 
des points ayant pour coordonnees respectives: 
x, Y, z 
x, y + dy, z + dz 
x + dx, y, z + dz 
x + dx, y + dy, z + 2dz + d2z. 
Ici aussi S. Germain cherche a Ctendre par analogie le principe utilise par Euler 
pour une simple courbe, et imagine encore par Jacques Bernoulli pour l’elastica, 
principe qui stipule que la force d’elasticite resulte de la rtfsistance, que les Cl&- 
ments successifs de la tige opposent a etre flechis les uns sur les autres et a 
changer leur angle de contingence actuel (principe repris aussi par Lagrange). 
Mais comment exprimer cette condition pour une surface ou la flexion peut avoir 
lieu en tous sens? Quel est l’analogue de l’angle de contingence? 
Elle cherche a calculer I’angle determine par les plans passant respectivement 
par les premier, deuxieme et quatrieme points et les premier, troisieme, et 
quatribme points. Cette tentative est tres critiquee par Legendre [Germain 1879, 
3401 [7], qui lui Ccrit: 
Lagrange a eu raison de considkrer deux Cltments conskcutifs dans la courbe Clastique, et de 
mesurer I’tlasticitk par I’angle compris entre les deux tl6ments. On n’a pas d’ClCments 
analogues dans les surfaces, ou du moins ceux que nous avons considkrh ne sont pas dans le 
signe de l’analogie. Un ClCment de la surface a pour projection dxdy, I’tltment suivant a pour 
projection 
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ces deux projections font deux car113 separks. Ensuite l’ttude des plans ne s’accomode pas 
avec ces projections, parce qu’un plan, ne passe pas par quatre points. I1 y  a dans tout cela 
beaucoup d’obscuritC. 
On le voit: ce qui fait ici cruellement defaut a Sophie Germain est bien une 
theorie geometrique des surfaces. 
3. L’INTERVENTION DE POISSON 
Le premier AoOt 1814, Poisson lit devant la premiere classe de 1’ Institut un 
“Memoire sur les Surfaces Elastiques” [Poisson 1814b] dans lequel il declare 
d’emblee que son but est de parvenir suns aucune hypothke aux equations d’e- 
quilibre des surfaces Clastiques, faisant ainsi reference au memoire anonyme 
ayant obtenu une mention honorable l’annee precedente. 
Recapitulant en scientifique professionnel tous les travaux anterieurs du 
XVIII&me sibcle sur le sujet, Poisson les ramene a deux demarches: soit on 
considere le corps dont on Ctudie les vibrations comme une somme de lignes 
indivisibles simples (c’est le cas d’Euler dans ses travaux sur les clothes), soit on 
le considere comme compose de deux systemes de lignes perpendiculaires et qui 
vibrent comme s’ils Ctaient colles l’un a l’autre et saris se gener mutuellement 
(Euler pour les tambours, Jacques II Bernoulli en 1787 sur les plaques). 
Poisson veut rompre B tout prix avec ces methodes de decomposition geometri- 
que de la surface dont on Ctudie les vibrations. 
11 se refuse a exprimer la reaction de la surface par les reactions partielles des 
courbes dont elle est compode; en 1814 ce n’est done pas tant les methodes 
lagrangiennes de la Mkanique Analytique que Poisson r&use principalement- 
alors que ce cera nettement le cas en 1828 dans sa polemique avec Navier-que la 
tradition proprement geometrique de la mecanique eulerienne 181. 
On sait evidemment que Poisson devait adopter le modele moleculaire et cher- 
cher a deduire l’equation de la plaque a partir de l’equilibre d’une seule molecule 
de la surface. 
Sophie Germain, elle, a tent6 de poursuivre la tradition eulerienne, en la fecon- 
dant par les methodes variationnelles de Lagrange mais il lui manquait la maitrise 
de tous les instruments techniques et conceptuels. 
Dans la Correspondunce de 1’EcoEe Polytechnique, Poisson [1816] indique 
qu’une autre hypothtse, par exemple que laforce e’lustique soit proportionnelle d 
la diffkrence des courbures principales, determinerait la meme equation differen- 
tielle. En fait dans la version complete du memoire publie [Poisson 1814b], il 
argumente m&me que l’application de la methode variationnelle de Lagrange a 
n’importe quelle expression de la forme 
(I/r + llr’)2 -+ C(l/r)(l/r’) 
00 C est une constante arbitraire, donne l’equation de vibration de la plaque. C’est 
354 AMY DAHAN-DALMtiDICO HM 14 
pourquoi Poisson accordait si peu de credit a I’hypothese de Sophie Germain 
[Bucciarelli & Dworski 1980, 65, 71-851. 
D’ailleurs un aspect interessant de l’approche variationnelle du probleme de la 
courbure des plaques est que si on suppose, comme Sophie Germain, que la force 
est proportionnelle a V(llr + l/r’), on peut obtenir, comme Lagrange l’a fait, 
l’equation correcte du mouvement des points intbrieurs, mais certaines des 
equations determinant le comportement des bords de la plaque sont erronees. 
C’est Kirchhoff qui devait Clucider cette question en 1850: mais outre des 
techniques variationnelles delicates, sa methode recquiert imperativement la no- 
tion d’invariant d’une surface courbe, c’est-a-dire le memoire de Gauss de 1827. 
4. L’IDBE DE SOMMER TOUTES LES COURBURES POSSIBLES 
Dans le troisieme memoire de 1815, Sophie Germain qui a acquis une confiance 
croissante dans son hypothese veut lui donner un statut de theoreme, deduit 
logiquement a partir d’un postulat methodologique qui lui semble incontestable, 
Ce postulat est le suivant: l’effet est proportionnel d la cause qui le prod&; 
c’est l’argument tant decrie par d’Alembert, dans sa discussion avec Euler sur les 
principes de la mecanique. Cherchant a defendre son hypothese, elle Ccrira: 
Quand il se presente une question tome nouvelle, il est toujours extrkmement difficile d’ac- 
crediter un principe qui lui soit special. Ici cependantje crois avoir offert les conclusions d’un 
raisonnemenr tellement simple qu’il ne p&e guere a la contestation. Ainsi lorsque je dis 
qu’une force est proportionnelle a l’effet qu’elle produit ou qu’elle tend & produire, fais-je 
autre chose que d’exprimer une proposition generalement admise, et qui est d’ailleurs Pui- 
dente d’elle-meme? [9] 
Ici la situation est a trois termes: une cause exterieure produit une deformation 
d’une surface et celle-ci est elle-meme cause des forces d’blasticite. La rela- 
tion “Cvidente” de proportionnalite qui interesse notre auteur est celle entre la 
dkformation de la surface et les forces d’elasticite. 
La mathematisation de la notion de forme est directement posee, la deformation 
&ant concue comme une difference entre deux formes. D’abord note par un 
simple symbole litteral-Z pour la forme initiale, E pour la forme finale, Clasti- 
que-ce symbole ne devient mathematiquement operatoire qu’avec la notion de 
courbure, avec laquelle il s’identifie dans le cas de la tige, puisque le rayon du 
cercle osculateur (et done son inverse) mesure en quelque sorte la deformation par 
rapport a la forme rectiligne initiale. 
Mais une surface Clastique deformee presente une multitude de courbes possi- 
bles en chaque point, qui sont les sections de la surface suivant tous les plans 
passant par ce point. 
Sophie Germain postule qu’en considerant la somme de toutes les courbures 
relatives a toutes les courbes produites par les differentes sections planes de la 
surface, on obtiendra une expression qui mathematisera la notion de forme de la 
surface en ce point. 
Elle propose done implicitement une procedure intkgrale pour rendre compte 
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de la courbure d’une surface. Y coucourent deux raisonnements qui pro&dent de 
deux intuitions distinctes: 
-L’une est mathdmatique; une surface est la somme de ses lignes au sens du 
calcul des indivisibles puis du calcul intkgral. 
-L’autre est plus proprement physique; quand on Ctudie un solide Clastique 
d’kpaisseur petite par rapport B ses autres dimensions, Sophie Germain Ccrira 
qu’il 
est permis de considkrer ce solide comme partage en un nombre infini de couches infiniment 
minces, qui affecteraient toutes durant le mouvement des figures semblables aux figures que 
les diverses couches rkellement skparkes prendraient, si toutes chases Cgales d’ailleurs, elles 
6taient CbranlCes isokment. . . . [Germain 18281 
L’approche est done voisine de celle d’ Euler ou de celle de Jacques II Ber- 
noulli, celles que rkprouvait prCcisCment Poisson. 
Dans son troisikme memoire de 1815, S. Germain indique que cette somme de 
toutes les courbures se rCduit B deux termes qui sont les courbures principales, 
c’est-k-dire les courbures maximale et minimale parmi toutes les courbures rela- 
tives aux sections normales en un point donrk En fait elle expose beaucoup plus 
clairement comment elle est arrivee A ce resultat dans son mtmoire de 183 1. 
Euler pensait dkjja qu’on pouvait, pour Ctudier les propriCtCs de courbure d’une 
surface, mettre B l’kart les sections obliques; de plus le r&&at de Meusnier 
publie en 1785, Ctablit que la courbure d’une section oblique renferme le cosinus 
de l’angle d’inclinaison. 
En prenant alors, pour chacune des positions d’un plan normal, la somme de 
toutes les courbures de toutes les sections inclinkes, chaque valeur du cosinus 
intervient deux fois avec des signes opposCs; et dans une integration de 0 B T par 
rapport k l’angle d’inclinaison, le rksultat est nul. 11 Ctait done bien lkgitime de ne 
s’occuper que des sections normales. Pour sommer ensuite les courbures relatives 
aux sections normales, Sophie Germain utilise les rksultats d’Euler, rappel& dans 
notre introduction, 
et 
1 f+g-(f-g)cosW -- r- 2fs 
d’oti il vient: 
1 f + g - (f - g)cos 2($ + T/2) -= 
r’ 32 
1 1 1 1 
;+-p=7+;. 
C’est saris doute cette demibre propriCtC, bien connue, qui lui a suggCrC 1’idCe 
de son “hypoth&e.” 
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En effet de cette formule, elle conclut: 
Ainsi la somme des raisons inverses des rayons de courbure de toutes les courbes produites 
par les diffkrentes sections de la surface se reduit B la somme des raisons inverses des deux 
rayons de principales courbures de la m&me surface, prise une infinitt de fois. L’idCe de 
l’infini ne se prksente ici qu’& raison de la rkpttition d’une seule et m&me mesure, qui est en 
effet celle de la courbure de la surface. [Germain 1821,6] 
Cette derniere phrase traduit le procede integral simple 
ou p est le rayon de courbure de la section normale rep&e par l’angle 4 qu’elle 
fait avec la section determinant la courbure maximum. 
Ainsi Sophie Germain aboutit au resultat que la somme integrale de toutes les 
courbures relatives a toutes les courbes possibles obtenues par intersection des 
sections planes (passant par un point) avec la surface, est proportionnelle a la 
somme des courbures principales. 
Ce resultat analytique, joint au postulat methodologique de l’effet proportionnel 
a la cause, lui semble Ctablir de facon irrefutable la validite de son hypothese pour 
la theorie des surfaces Clastiques. 
5. UN DOMAINE “MIXTE” ENTRE GEOMETRIE ET MECANIQUE 
Sophie Germain n’eut pas de veritable interlocuteur scientifique et intellectuel 
dans la communaute des savants, en depit de quelques bonnes amities comme 
celle de Legendre et plus tard celle de Fourier. 
En l’absence d’une comprehension precise de ses erreurs mathematiques et 
face aux partisans du modele moleculaire contre lesquels elle polarise ses efforts, 
elle ne fait guere de vrais progres conceptuels; seul son discours devient de plus 
en plus resolument positiviste, mais ses travaux sont de peu de poids dans le 
nouveau champ de la theorie de l’elasticite qui s’est ouvert dans les an&es 1820 
avec les travaux de Navier, de Cauchy puis Poisson. 
En 1821 elle publie a compte d’auteur [Germain 18211 le memoire qui a obtenu 
le grand prix en y ajoutant seulement un nouvel essai de “demonstration” de son 
hypothbse inspire par le modble de celle de Jacques Bernoulli de 1705 pour l’elas- 
tica; memoire que Fourier lui a montre et explique. Mais l’application aux 
plaques, qu’en fait Sophie Germain, est naive et peu convaincante. 
Pourtant dans ses derniers travaux, une nouvelle dialectique entre mathemati- 
ques et physique s’amorce. 
A propos de la notion de surface Clastique, elle Ccrit: 
Elle est en quelque sorte mixre entre celle de la surface gkom&rique et celle du solide. En 
effet d’une part la surface geomktrique n’ayant aucune existence rkelle se refuse B toute idte 
de mouvement, et de l’autre, les moldcules qui composent I’kpaisseur du solide ne peuvent 
&re confondues avec celles du solide. qu’en vertu de conditions particulikres. . 
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Et elle poursuit: 
Cela post, nous pouvons done dire qu’un solide doue d’elasticitt et dont I’epaisseur est fort 
petite par rapport a ses autres dimensions, recoit le nom de surface tlustique lorsqu’il est 
assujetti a cette condition que abstraction faite du temps, chacune des couches dans les- 
quelles on peut concevoir son Bpaisseur diviste se comporte, durant le mouvement de ce 
solide, de la m&me maniere que si elle Ctait isolee. [Germain 18261 
Ainsi Sophie Germain en vient ici a prendre pour d@nition des surfaces elasti- 
ques, l’hypothese qui lui avait servi de modele quinze ans plus tot! Sa theorie va 
alors Cvidemment s’appliquer a de telles surfaces. Enfin, la justification de l’hy- 
pothbse ne se pose plus. 
Son “Memoire sur la courbure des surfaces” [1831] s’inscrit dans ce domaine 
mixte entre geometric et physique. I1 fut redigd au tours des Cvbnements de Juillet 
1830 a Paris et a pour but d’elaborer une “theorie dynamique de la courbure” et 
non une theorie purement geometrique des surfaces considerees pour elles- 
memes. 
En effet, elle Ccrit: 
lorsque la courbure entre en comparaison avec des quantites dynamiques, on ne peut se 
dissimuler qu’elle est tacitement traitee comme une quantite du m&me genre. Les surfaces ne 
sont done plus consider&es par rapport ii elles seules, et il ne s’agit pas de leurs proprittes 
particulieres ni de celles qui sont communes a une classe d’entr’ elles. Ce dont il s’agit alors 
c’est de dtfinir la quantitt dynamique nke de la courbure. Or cette quantite ne depend pas de 
1aJigure des surfaces, mais d’une condition qui est remplie par un nombre infini de surfaces 
differentes. [Germain 183 I, I] 
Ainsi comme S. Germain l’exprime elle-meme, sa theorie de la courbure des 
surfaces contient l’idee d’inuariunce. IdCe essentielle au projet meme d’une telle 
theorie car en son absence, chaque surface concrete donnee se distingue radicale- 
ment d’une autre, et il est alors impossible d’exhiber des classifications; la theorie 
est saris objet. 
Mais nous allons voir que l’invariance par rapport a la forme concrete des 
surfaces des outils construits par S. Germain, est directement adaptee au cadre 
p&is de la theorie dynamique des surfaces Clastiques; contrairement a l’inva- 
riance dans la theorie gaussienne qui est pensee par rapport a des transformations 
geometriques donnees, en particulier les isometrics sur la surface. 
Chemin faisant, Sophie Germain va: 
(a) d’une part, donner une intepre’tation ge’ome’trique de l’expression de la force 
Clastique d’une surface deformee, en la mesurant par le rayon d’une certaine 
sphere. 
(b) d’autre part, donner un contenu physique a la courbure qu’elle designe 
d’ailleurs comme une quantite physique mesurable--la quantitP de courbure- 
dont elle se propose d’etudier la loi de repartition. 
Nous allons suivre maintenant le memoire de 1831. 
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6. LES INSTRUMENTS DE LA THEORIE DYNAMIQUE 
DE LA COURBURE 
(a) Courbure moyenne et sphPre moyenne 
Reprenant les resultats d’Euler et la presentation propre qu’elle en avait faite en 
1815, Sophie Germain introduit les “plans moyens” qui correspondent aux va- 
leurs (b = 45”, et (b = 45” + 90” des angles de ces plans avec l’une des sections 
principales . 
Les rayons de courbure des courbes appartenant a ces plans moyens sont alors 
Cgaux entre eux et done a: 
l/R = (l/2)(1@-+ l/g). 
Cette courbure, demi-somme des courbures principales, est dite courbure moy- 
enne. 11 ne s’agit pas seulement, dit-elle, d’une courbure qui serait une moyenne 
entre les diverses courbures lineaires reparties autour d’un point de la surface. 
Mais il s’agit vraiment d’une “courbure-moyenne-de-la-surface-elle-meme,” qui 
joue un role synthktique de representation de la forme de la surface, au moins d’un 
point de vue mecanique. 
C’est pourquoi Sophie Germain definit la sphPre moyenne: c’est une sphere 
centree sur la normale a la surface en un point et dont le rayon est precisement 
defini par la relation ci-dessus; c’est-a-dire que les grands cercles de cette sphere 
possedent comme courbure lineaire, la courbure moyenne. 
Remarquons qu’en un point, une surface donnee et sa sphere moyenne ont 
Cvidemment meme courbure moyenne; pourtant la sphere moyenne ne peut jouer 
le role de surface osculatrice a la surface donnee comme le faisait le tore oscula- 
teur de Meusnier, le contact entre les deux surfaces n’etant que du premier ordre 
(c’est a dire qu’elles ont seulement mCme plan tangent). 
L’utilite de cette sphere moyenne va Ctre de montrer qu’il existe, sous le rapport 
dynamique, une quantite’ de courbure indkpendante de la jgure des surfaces. 
Sophie Germain se restreint dans un premier temps au cas oti les deux rayons de 
courbures principales sont diriges du meme c&C de la normale (c.a.d. quandfet g 
sont de mCme signe). C’est le cas des surfaces dites concave-concaves ou bien 
convexo-convexes, terminologie utilisee par Gauss dans son memoire de 1827. 
Elle tentera d’evoquer dans les dernieres pages de son memoire les autres cas 
mais en fait le cas des surfaces concave-convexes (f et g de signes opposes) et 
notamment celui des surfaces de courbure moyenne nulle (f et g Cgaux et op- 
poses) ne peut Ctre trait6 suivant son modele; or ce demier cas est fort important, 
Meusnier ayant montre que de telles surfaces sont solutions de l’equation aux 
derivees partielles de Lagrange, caracterisant les surfaces minima. 
(6) Surface des distances et surface des distances moyennes 
Sophie Germain rappelle que dans le cas des courbes planes, la premiere idee 
pour apprehender la courbure est de comparer la courbe g sa tangente: plus une 
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courbe s’ecarte de sa tangente, plus sa courbure est grande et plus, en termes 
mecaniques, la force qui lui a et6 appliquee a dti Ctre importante. 
Elle definit pour une courbe don&e la ligne de distance en un point: c’est la 
distance entre l’extremite de l’arc de longueur unite comptc sur la courbe a partir 
du point, et la tangente. (En fait la ligne de distance signifie a la fois le segment 
perpendiculaire a la tangente ainsi defini, et sa mesure, ce qui est usuel.) On vcrifie 
aisement que la courbure est proportionnelle a la ligne de distance. 
Ce point de vue est en un sens proche de celui de Newton par exemple, qui 
s’interessant a la trajectoire d’un mobile, la decrit au moyen de la dkflection de la 
courbe par rapport a sa tangente. 
Puis elle Ccrit: 
Si nous jugeons qu’une ligne est courbe lorsque nous la voyons s’tcarter de la direction d’une 
droite qui la touche, I’idee de la courbure par rapport aux surfaces, nous est Cgalement 
suggeree par I’observation de la distance qui s&pare le plan tangent des points de la surface 
voisins du point de tangence. . . 
La question des courbures moyennes peut Ctre Cnoncee en ces termes: Trouuer I’expres- 
sion de la distance moyenne entre le plan tangent et les points de la surface qui environnent le 
point de tangence. [Germain 1831, 16-171 
Pour repondre a cette question, Sophie Germain considere l’ensemble des sec- 
tions normales en un point A4 dond. Soient alors les extremites des arcs-unite 
comptts sur toutes ces courbes a partir de M. Ces extremites determinent SW la 
surface une directrice qui est une courbe gauche. 
La surface des distances est alors definie comme la surface formee par toutes 
les lignes de distances trackes a partir des points de la directrice. C’est une portion 
de surface cylindrique puisque toutes les lignes de distance sont perpendiculaires 
au plan tangent de la surface en M. 
Elle Ccrit: 
En nous laissant conduire ici par l’analogie, nous dirons que, dans le point don&, la courbure 
de la surface est proportionnelle a la surface des distances d&rite amour de ce point. 
Mais la “courbure d’une surface” n’a pas CtC definie: admettre par unalogie que 
c’est un nombre, qui serait proportionnel a l’aire de la “surface des distances” 
revient a admettre, nous le vtrifierons avec l’interpretation dynamique de cette 
surface, la fameuse hypothese de Sophie Germain sur la proportionnalite des 
forces Clastiques a la somme des courbures principales. 
Enfin Sophie Germain introduit la surface des distances moyennes de la surface 
en un point. C’est la “surface des distances” de la sphere moyenne en ce point. 
Puisque la directrice tracee sur la sphere moyenne est forcement un cercle de 
cette sphere, situ6 dans un plan parallele au plan tangent a la surface en M, la 
“surface des distances moyennes” est une portion de cylindre comprise entre le 
plan tangent a la surface et la sphere moyenne. 
Pour une surface donnee, en un point, Sophie Germain demontre que la “sur- 
face des distances” et la “surface des distances moyennes” ont des aires Cgales. 
En effet ce sont toutes deux des surfaces developpables (l’une est un cylindre, 
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l’autre est une surface cylindrique) qu’elle peut comparer Clement par Clement, 
par des comparaisons d’aires planes polygonales, une fois qu’elles ont CtC appli- 
quees sur le plan. 
Le resultat auquel aboutit tout son memoire est le suivant: 
Si pour deux surfaces differentes, de figures differentes, les sommes des courbures princi- 
pales sont tgales, alors les “surfaces des distances moyennes” respectives seront identiques 
et les “surfaces des distances” auront meme aire. 
La demonstration en est immediate: si pour deux surfaces distinctes, les 
sommes des courbures principales sont Cgales, ces deux surfaces auront meme 
courbure moyenne, et done m&me sphere moyenne. Par suite les deux surfaces 
auront meme “surface des distances moyennes” et celle-ci aura meme aire (par la 
proposition precedente) que chacune des “surfaces de distances” respectives des 
deux surfaces initiales considerees. 
Ainsi Sophie Germain pense avoir mis en evidence deux invariants (locaux) 
pour des surfaces qui ont meme somme de courbures principales, en un point: 
-la sphere moyenne, 
-1’aire de la surface des distances, 
qui lui semblent convenir parfaitement, quand on cherche a se rep&enter l’action 
des forces daes d la courbure. 
En effet revenons au point de vue mecanique qui gouverne l’introduction de ces 
diverses surfaces et de toute la construction conceptuelle. 
Elle ecrit: 
. les surfaces des distances sont terminees, dune part au plan tangent et de I’autre a la 
surface donnee, sur laquelle elles s’appuient dans tous les points de leurs directrices. Si on 
concoit que ces surfaces, devenues solides, continuent a etre interposees entre la surface 
donnte et son plan tangent, elles pourront Ctre regardees comme [‘obstacle qui empeche les 
points des directrices, c’est-a-dire, les points qui environnent celui de tangence, de s’appro- 
cher de ce plan. Les differents points dont se composent les surfaces des distances, ainsi 
interpokes, &ant do& de forces Cgales, l’e’tendue de ces surfaces reprksenterujidtilement 
les forces dues a la distance entre les directrices et le plan tangent, c’est-a-dire, qu’elle 
representera l’action des forces rites de la courbure de la surface donnee. [Germain 1831,231. 
En quelque sorte, la surface des distances mathhlise l’action des forces trees 
de la courbure et donne une representation physique de ce qu’elle appelle la loi de 
repartition de la courbure. 
Et parce que la “surface des distances moyennes” a meme aire que la “surface 
des distances” qui, elle, depend de la forme de la surface donnee, Sophie Germain 
affirme que du point de vue de l’action des forces tout se passe comme si la figure 
Ctait spherique. 
Elle peut conclure qu’ 
embrassant l’ensemble des forces, on trouve que la courbure uniforme de la sphere de 
courbure moyenne equivaut a toute autre disposition dans laquelle la condition de I’unifor- 
mite ne serait plus observte. 
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7. COURBURE MOYENNE . . . COURBURE GAUSSIENNE 
Ayant constat que la comparaison de la courbure d’une surface avec celle de la 
sphkre de moyenne courbure (par le biais notamment de leurs “surfaces de dis- 
tances” respectives), fournit une “idCe compkte de la man&e dont la courbure 
est distribuke autour d’un point don&,” Sophie Germain rapproche sa tentative 
de celle de Gauss, dont le mtmoire “Recherches G&&ales sur les Surfaces 
Courbes” paru en 1828, est pass6 fort brikvement entre ses mains. 
Elle Ccrit B la fin de son mkmoire de 183 1: 
Je m’Ctonnais qu’on n’eht pas encore cherche B tirer parti de la comparaison entre la 
courbure uniforme de la sphere et celle qui presente toute autre figure de la surface, Iorsque j’ 
ai eu connaissance d’un mkmoire publiC fort rkcemment par M. Gauss, dans lequel, embras- 
sant cette comparaison sous un point de vue purement gComCtrique, I’illustre auteur compare 
les courbures tractes sur les superficies courbes & celles qui seraient menCes sur la surface de 
la sphbre. Je n’ai pu faire qu’une lecture rapide de ce travail. Je le regrette d’autant plus que. 
malgrt l’extrkme diffkrence entre I’idee premitre de M. Gauss et celle qui a amen6 les 
recherches qu’on vient de lire, il m’a paru que des rksultats semblables A ceux que j’ai obtenu 
pouvaient, dans certains cas, Ctre tirts des formules de l’auteur, et qu’assurtment un pareil 
accord, si j’ktais & m&me d’en ktablir la r&M, serait une puissante recommandation en 
faveur de mes propres recherches. [lo] 
I1 est regrettable que, toujours marginalisee dans la communautC scientifique, 
Sophie Germain n’ait pas eu le loisir d’Ctudier longuement le memoire de Gauss et 
d’apercevoir la profondeur et 1’Ctendue de sa thkorie, dont elle aurait pu alors tirer 
profit pour son propre projet. 
En effet comme nous allons le prkiser, il faut bien le reconnaitre: les r8les de 
repksentation de la sphkre moyenne dans l’essai de Sophie Germain, et de la 
sphere-unit6 dans la thkorie gaussienne, ont peu de chases B voir. 
De plus courbure moyenne et courbure gaussienne sont certes deux fonctions 
trCs simples des courbures principales: l’une en est la somme, l’autre le produit. 
Mais est-ce seul un malheureux hasard pour notre auteur si c’est le produit qui 
s’est av&C une notion si fkconde dans tout le domaine de la g6omCtrie et de la 
physique? 
Nous I’avons montrk pour Sophie Germain c’est la conviction, acquise dbs les 
ann6es 1810, que la somme des courbures principales caractkrise compktement 
une surface, au moins dans le domaine de la thkorie Clastique, qui la conduit une 
vingtaine d’annkes plus tard B la notion de sphhe moyenne. D’ailleurs cette 
conviction s’explique fort bien et Ctait tri?s plausible, eu Cgard au r&,ultat d’Euler 
que nous avons rappel6 
La sphbre moyenne n’est alors qu’une concrktisation immkdiate de la demi- 
somme des courbures principales. Sophie Germain ne s’intkresse pas vraiment & 
“l’image” d’une portion de la surface sur la sphbre moyenne par une application 
quelconque. 
Rappelons, par contre, les principaux ClCments de la dtmarche, purement 
gCom&rique, du mkmoire de Gauss [ 18271. 
Gauss utilise la reprksentation sphkique d’une surface, qui lui vient de l’as- 
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tronomie: a tout point M de la surface, pour lequel le vecteur normal a la surface 
en M a comme cosinus directeurs X1, Y1, 21, Gauss associe le point m dont les 
coordonnees sont Xi, Y1 , Z1; point qui appartient done a la sphere-unite (Xi + 
u: + zf = 1). 
Gauss approche la notion de courbure d’une surface en un point, a partir du 
quotient de l’aire de l’element de surface autour de ce point, a l’aire de son image 
sur cette surface spherique-unite auxiliaire. En fait il definit la courbure, dite 
depuis gaussienne, comme &ant Cgale a la limite de l’inverse de ce quotient. 
Le calcul analytique prouve ensuite que cette courbure gaussienne se trouve 
Ctre Cgale au produit des deux courbures principales et qu’elle caracterise la 
geometric intrinseque de la surface. 
En effet Gauss a Ccrit l’element lineaire de la surface (le “ds” de la surface), 
sous la forme: 
ds2 = E(p, q)dp2 + 2F(p, qhpdq + (3, q)dq2 
ou p et q sont les coordonnees gaussiennes (qui sont des coordonnees parametri- 
sant la surface). Alors, la courbure gaussienne s’exprime uniquement en fonction 
des coefficients E, F, G, de l’element lineaire et de leurs premieres et secondes 
derivees (par rapport a p et q). 
Enfin la courbure gaussienne est invariante par les isometrics de l’element 
lidaire, c’est-a-dire les transformations de la surface par courbure, saris flexion 
ou pli, ni elongation. C’est le fameux “theorbme egregium” de Gauss: en cela, la 
courbure gaussienne caracterise bien la surface, independamment de l’espace 
euclidien dans lequel elle est plongee [ 111. 
Ensuite Gauss Ctudie les geodesiques d’une surface (etude qui s’avtrera capi- 
tale) et donne leur determination analytique. 11 forme la somme des angles d’un 
triangle geodesique, ce qui lui permet d’enoncer le resultat fondamental suivant: 
la somme des angles d’un triangle form6 par des lignes geodesiques sur une 
surface quelconque est: 
-supCrieure a II, si cette surface est concave-concave, 
-inf&ieure a II, si elle concave-convexe, 
d’une quantite qui a pour mesure l’aire du triangle spherique qui lui correspond 
dans la representation sur la sphere-unite (en comptant la surface totale de cette 
derniere pour 4II). 
Pour demontrer ce theoreme, Gauss exhibe deux systemes de courbes, se cou- 
pant orthogonalement sur la surface et dont l’un est form6 de geodesiques, syst- 
emes qui constitueront des coordonnees locales sur la surface et seront tres utiles 
pour decrire le mouvement d’une point d’une surface vibrante. 
Gauss decrit lui-m&me la rupture Cpistemologique dont il est Partisan: 
envisager une surface non comme la limite d’un solide, mais bien comme un solide flexible, et 
inextensible, dont une dimension est censte s’hanouir . . . et par suite s’intkresser aux 
propriMs absolues et invariables de cette surface quelle que soit sa forme. 
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Ceci conduit a Ctudier une surface, non dans ses rapports a I’espace environ- 
nant, mais d’un point de vue intrinsPque, en se placant sur la surface elle-meme. 
C’est en maitrisant ce point de vue que les Clasticiens de la deuxieme moitie du 
XIXeme siecle feront des progres importants dans la theorie des surfaces Clastiques 
de formes initiales variees. 
Or les notions de sphere moyenne et surtout de surface des distances, trop 
directement concretes et likes a la representation mecanique, s’opposent a ce 
point de vue tandis que manque a Sophie Germain la determination analytique de 
nombreux elements relatifs a une surface. 
Le detour par une thkorie mathkmatique autonome, puissante et profonde, s’est 
done revel6 indispensable dans le domaine difficile des surfaces Clastiques, de- 
friche par Sophie Get-main. Elle n’eut pas le temps ni les moyens de se convaincre 
de cette necessite. 
NOTES 
1. Sur ces deux aspects, on consultera surtout [Truesdell 1960, 19681. 
2. Sur I’histoire de la geometric differentielle, voir [Reich 1973; Struik 19331, mais les travaux de 
Sophie Germain n’y sont que tres brievement Cvoques. 
3. Sur le thtoreme de Meusnier, voir aussi [Darboux 1887, 268-271; Reich 1973, 2861. 
4. Ces memoires manuscrits de Sophie Germain se trouvent aux Archives de I’AcadCmie des 
Sciences, classes au dossier du Grand Prix pour I’annee 1813. L’etude la plus complete de I’oeuvre de 
Sophie Germain, notamment de ces 3 essais, et de ses relations avec ses contemporains, se trouve 
dans Bucciarelli et Dworski [1980]. Todhunter et Pearson [1886] ont rendu compte de [Get-main 18211. 
Enfin C. Truesdell annonce dans [Truesdell 19831 une etude a paraitre. 
5. De plus Sophie Germain ne fait intervenir qu’une seul coefficient dans sa theorie; or la question du 
nombre de parametres caracterisant un corps Clastique a CtC une source de difficult& et de divisions. 
D’autre part on deduit de son analyse que la puissance a laquelle intervient I’epaisseur de la membrane 
(supposee mince) dans I’expression du moment Clastique, est Cgale a 4. Navier [1820], lui, trouvera la 
valeur 3, alors qu’Euler avait la valeur 2. voir [Bucciarelli & Dworski 1980, 139-1401. L’analyse 
complete de tous ces aspects sortirait du cadre de cet article et est faite par Bucciarelli et Dworski. 
6. La note manuscrite de Lagrange [1812/1829] a tte publiee au tours de la controverse de Navier 
avec Poisson. Celui-ci, de parfaite mauvaise foi sur ce sujet, avait commence par en nier I’existence. 
7. La plus grande partie de la correspondance se trouve a la Bibliotheque Nationale, Ms. 9114,9118. 
. . . De nombreuses lettres sont publites en anglais dans Bucciarelli et Dworski [ 19801; voir aussi 
[Germain 18791: les lettres les plus signiticatives y  figurent. 
8. Pour une etude globale de la critique par Poisson des methodes lagrangiennes, voir [Arnold 1983/ 
1984; Dahan-Dalmedico 1985, 51-551. 
9. A propos de la place de ce postulat de proportionnalite de I’effet a la cause, voir [Dahan- 
Dalmedico 1987; Bucciarelli & Dworski 1980, 80-811. 
10. On peut egalement consulter une Lettre de Sophie Germain a Gauss, datee du 28 Mars 1829, qui 
se trouve a la bibliotheque de I’universite de Gottingen et publiee en anglais dans Bucciarelli et 
Dworski [ 19801. 
Sophie Germain resume a Gauss les grandes lignes de son memoire, alors en preparation, et lui 
avoue l’etonnement et la satisfaction qu’elle a tprouvts en apprenant qu’ 
un mathematicien si repute, a et presque simultanement I’idbe de I’analogie (pour definir la 
courbure d’une surface a I’aide de celle d’une sphere) qui me semble si rationnelle que je ne 
comprends pas que personne ne I’ait eu plus tot. 
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11. En 1815 0. Rodrigues, alors jeune ttudiant de Poisson, publia deux courtes notes [1815a, 1815b] 
dans lesquelles il avait introduit la sphere auxiliaire d’une surface et montre que la valeur de l’inte- 
grale, &endue a la surface, de ll(pp’) (la courbure integrale gaussienne) est Bgale a la projection 
normale de la surface sur cette sphere. Rodrigues prefigure, dans un ordre different, les resultats de 
[Gauss 18271. Mais Rodrigues ne rend pas compte des changements de signe de la courbure gaussienne 
pour les surfaces concave-convexes et attribue par exemple au tore une courbure totale Cgale a 8~7; il 
manque ainsi le “thtoreme egrtgium”. Voir [Truesdell 1983; Reich 19731. Sophie Germain, si elle 
mentionne Rodrigues, ne I’a visiblement pas ht. 
12. En particulier pour de “petites” vibrations, Kirchhoff [I8501 considere la surface mediane de la 
surface elastique comme inextensible et lui applique alors le resultat de Gauss sur I’invariance de la 
courbure qui se traduit par 
(l/R, + G(IIR,))(I/R2 + 6(I/RJ) = l/R,Rz 
ce qui. developpt au premier ordre des variations, donne: 
I/R> 6(1/R,) + l/R, 6(1/R?) = 0. 
Cette relation conduit a I’tquation differentielle determinant le mouvement d’un point de la surface 
vibrante. Voir [Love 1927/1944, 499 et suivantes]. 
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